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Abstract
Let (M, g, σ) be a compact spin manifold of dimension n ≥ 2. Let λ+1 (g˜) be the smallest positive eigenvalue of the
Dirac operator in the metric g˜ ∈ [g] conformal to g. We then define λ+min(M, [g], σ) = inf g˜∈[g] λ
+
1 (g˜)Vol(M, g˜)
1/n.
We show that 0 < λ+min(M, [g], σ) ≤ λ
+
min(S
n). We find sufficient conditions for which we obtain strict inequality
λ+min(M, [g], σ) < λ
+
min(S
n). This strict inequality has applications to conformal spin geometry.
Re´sume´
Soit (M, g, σ) une varie´te´ spinorielle compacte de dimension n ≥ 2. On note λ+1 (g˜) la plus petite valeur propre > 0
de l’ope´rateur de Dirac dans la me´trique g˜ ∈ [g] conforme a` g. On de´finit λ+min(M, [g], σ) = inf g˜∈[g] λ
+
1 (g˜)Vol(M, g˜)
1/n.
On montre que 0 < λ+min(M, [g], σ) ≤ λ
+
min(S
n). On trouve des conditions suffisantes pour lesquelles on obtient
l’ine´galite´ stricte λ+min(M, [g], σ) < λ
+
min(S
n). Cette ine´galite´ stricte a des applications en ge´ome´trie spinorielle
conforme.
Abridged English Version
Let (M, g, σ) be a compact spin manifold of dimension n ≥ 2. For a metric g˜ in the conformal class [g]
of g, let λ+1 (g˜) be the smallest positive eigenvalue of the Dirac operator D in the metric g˜. Similarly, let
λ−1 (g˜) be the largest negative eigenvalue of D. We define
λ+min(M, [g], σ) = inf
g˜∈[g]
λ+1 (g˜)Vol(M, g˜)
1/n and λ−min(M, [g], σ) = inf
g˜∈[g]
|λ−1 (g˜)| Vol(M, g˜)
1/n
As a first result we obtain
λ+min(M, [g], σ) ≤ λ
+
min(S
n) =
n
2
ω
1
n
n (1)
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and
λ−min(M, [g], σ) ≤ λ
+
min(S
n) = λ+min(S
n). (2)
The main result is then the following :
Theorem 0.1 Inequality (1) (resp. inequality (2)) is strict if (M, g) is conformally flat, if D is invertible
and if the mass endomorphism possesses a positive (resp. negative) eigenvalue.
This result has applications to conformal spin geometry.
Publication de cet article Cet article est publie´ sous la re´fe´rence :
B. Ammann, E. Humbert, B. Morel, Un proble`me de type Yamabe sur les varie´te´s spinorielles compactes.
C. R. Math. Acad. Sci. Paris 338 (2004), 929–934.
Apre`s publication, nous avons trouve´ une erreur dans l’un de nos re´sultats qui implique que certains
e´nonce´s de la version publie´e ne sont pas corrects. Dans la version actuelle, ces e´nonce´s sont corrige´s.
1. Introduction
Soit (M, g, σ) une varie´te´ spinorielle compacte de dimension n ≥ 2. Si g˜ ∈ [g] est une me´trique conforme
a` g, on note λ+1 (g˜) (resp. λ
−
1 (g˜)) la plus petite valeur propre positive (resp. ne´gative) de l’ope´rateur de
Dirac par rapport a` la me´trique g˜. On de´finit alors
λ+min(M, [g], σ) = inf
g˜∈[g]
λ+1 (g˜)Vol(M, g˜)
1/n et λ−min(M, [g], σ) = inf
g˜∈[g]
|λ−1 (g˜)| Vol(M, g˜)
1/n
Lott et le premier auteur ont montre´ dans [Lot86,Amm03] que
λ+min(M, [g], σ) > 0 et λ
−
min(M, [g], σ) > 0
De nombreux travaux sont consacre´s a` l’e´tude de ces invariants conformes, en particulier [Hij86], [Lot86],
[Ba¨r92], [Amm03b,Amm03a]. Les proble`mes que nous abordons dans cette note sont issus d’un re´sultat
de Ammann [Amm03b,Amm03a] qui dit que si n 6= 2 ou Ker(D) = {0} alors
λ+min(M, [g], σ) ≤ λ
+
min(S
n) =
n
2
ω
1
n
n et λ
−
min(M, [g], σ) ≤ λ
+
min(S
n) = λ−min(S
n), (3)
ou` ωn est le volume de la sphe`re unite´ standard S
n. A` la lecture de ce re´sultat se posent plusieurs questions
naturelles : d’abord, est-ce que les ine´galite´s (3) sont vraies dans le cas n = 2 et D non inversible ? Ensuite,
a` quelles conditions sont-elles strictes ? L’inte´reˆt de re´pondre a` cette dernie`re question est multiple. En
effet, les ine´galite´s strictes
λ+min(M, [g], σ) < λ
+
min(S
n) (4)
et
λ−min(M, [g], σ) < λ
−
min(S
n) = λ+min(S
n) (5)
ont plusieurs applications. L’une d’elles, via l’ine´galite´ d’Hijazi ([Hij86] et [Hij91]), a trait au ce´le`bre
proble`me de Yamabe dont la re´solution fut obtenue par Aubin [Aub76] et Schoen [Sch84] au milieu des
anne´es 1980. Pour plus d’informations sur ce proble`me, le lecteur pourra se re´fe´rer a` [Aub76], [Heb97] ou
[LP87].
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Une autre application, plus nouvelle, concerne l’e´quation
D(ϕ) = λ|ϕ|
2
n−1ϕ, avec ‖ ϕ ‖ 2n
n−1
= 1
Cette e´quation fut e´tudie´e dans [Amm03b,Amm03a] ou` il est de´montre´ que si (4) (resp. (5)) est vraie
alors on peut re´soudre l’e´quation pre´ce´dente avec λ = λ+min(M, [g], σ) (resp. = λ
−
min(M, [g], σ)). Cette
EDP est invariante par un changement conforme de me´trique, et elle est critique du point de vue des
injections de Sobolev en ce sens que les injections de Sobolev qui interviennent dans sa re´solution ne
sont pas compactes. De ce point de vue, cette e´quation est tre`s proche de celle qui intervient dans la
re´solution du proble`me de Yamabe. Dans [Amm03b,Amm03a] on montre aussi que λ+min(M, [g], σ) (resp.
λ−min(M, [g], σ)) est atteinte. Il est a` noter que le sche´ma de de´monstration de ces re´sultats est proche de
celui utilise´ pour la re´solution du proble`me de Yamabe meˆme si de nombreuses difficulte´s interviennent
en travaillant avec les spineurs.
Les re´sultats que nous obtenons sont re´sume´s dans le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.1 Soit (M, g, σ) une varie´te´ spinorielle compacte de dimension n ≥ 2. Alors les ine´galite´s
larges (3) sont toujours vraies. De plus, si (M, g) est conforme´ment plate, si D est inversible et si l’en-
domorphisme de masse (voir dernier paragraphe) posse`de une valeur propre strictement positive (resp.
ne´gative) alors l’ine´galite´ (4) (resp. (5) ) est vraie.
Remarque 1.2 On montre que l’ope´rateur de masse a un spectre syme´trique si n 6≡ 3 mod 4. Dans ce cas,
s’il est non nul, on obtient directement que les deux ine´galite´s (4) et (5) sont vraies.
2. Le principe de de´monstration du the´ore`me (1.1)
La de´monstration du the´ore`me est base´e sur la construction d’un spineur test ade´quat (voir la proposi-
tion 1 ci-dessous pour plus de de´tails sur cette affirmation). Cela apporte des difficulte´s supple´mentaires
par rapport au cas classique des fonctions. Dans le cas conforme´ment plat, on retrouve par ailleurs un
lien e´troit avec le the´ore`me de la masse positive utilise´ par Schoen dans son e´tude [Sch84] du proble`me de
Yamabe. On de´finit dans notre contexte une masse, l’endomorphisme de masse, comme le terme constant
de la fonction de Green de l’ope´rateur de Dirac.
La premie`re e´tape consiste a` formuler le proble`me sous forme variationnelle.
Proposition 1 ([Amm03]) Soit ψ ∈ Γ(ΣM). On de´finit
J(ψ) =
( ∫
M |Dψ|
2n
n+1 vg
)n+1
n
∣∣∫
M
< Dψ,ψ > vg
∣∣
Alors
λ+min(M, [g], σ)(resp. λ
−
min(M, [g], σ)) = inf
ψ
J(ψ) (6)
ou` l’infimum est pris sur l’ensemble des spineurs de classe C∞ tels que
(∫
M
< Dψ,ψ > vg
)
> 0 (resp
< 0).
Le proble`me se rame`ne ainsi a` trouver un spineur ψ pour lequel J(ψ) < λ+min(S
n).
2.1. L’ine´galite´ large (3)
Dans ce cas, le spineur ψ s’obtient de la manie`re suivante : a` partir d’un spineur de Killing sur la sphe`re
(qui re´alise l’infimum dans la fonctionnelle ci-dessus), on obtient via la projection ste´re´ographique de poˆle
N et la covariance conforme de l’ope´rateur de Dirac, un spineur ϕ sur Rn qui satisfait
3
Dϕ =
n
2
fϕ
ou` f(x) = 21+|x|2 est telle que les me´triques de S
n \{N} et de Rn satisfassent gSn = f
2geucl. On choisit un
point p ∈M . Quitte a` remplacer g par une me´trique qui lui est conforme, on montre qu’on peut supposer
que Ricg(p) = 0 et ∆g(Scalg)(p) = 0. On trivialise le fibre´ des spineurs autour de p en utilisant la
trivialisation de Bourguignon-Gauduchon (voir [BG92,AGHM03a]). On obtient alors un diffe´omorphisme
τ : ΣU → ΣV ou` U est un voisinage de 0 dans Rn et V un voisinage de p dans M tels que pour tout
x ∈ V , τ est une isome´trie de Σexpp(x)U sur ΣxV . Soit maintenant η une fonction de cut-off de classe C
∞
au voisinage de p et 0 sur M \ V . On pose
ψε = ητ ◦ ϕ
(x
ε
)
On montre alors que si le spineur de Killing de la sphe`re duquel on est parti est bien choisi, alors, quand
ǫ→ 0, J(ψε) = λ
+
min(S
n) + o(1), et on obtient (3).
2.2. Le cas conforme´ment plat
Dans ce paragraphe, on suppose que (M, g) est conforme´ment plate et que D est inversible. On aura
alors besoin d’introduire la notion d’endomorphisme de masse. Soit p ∈M un point de M fixe´. Quitte a`
faire un changement conforme de me´trique, on peut supposer que g est plate au voisinage de p.
2.2.1. L’endomorphisme de masse
L’endomorphisme de masse est le terme constant dans la fonction de Green de D. La fonction de Green
de D est un endomorphisme
GD : ΣpM → Γ(Σ(M \ {p}))
qui a` un e´le´ment ψ0 de ΣpM associe un spineur de classe C
∞ de´fini sur M \ {p} et qui satisfait
D(GD(ψ0)) = ψ0δp
au sens des distributions. Ici, δp est la masse de Dirac en p. Alors,
Proposition 2 La fonction de Green GD existe et est unique. De plus, si on choisit une carte ϕ =
(x1, ..., xn) dans laquelle la me´trique est euclidienne et telle que ϕ(p) = 0, alors on peut identifier ΣU
(U voisinage de 0 dans Rn) et ΣV (V voisinage de p dans M ) de manie`re triviale, graˆce par exemple
a` la trivialisation de Bourguignon-Gauduchon. Avec cette identification, GD a le de´veloppement suivant
quand x tend vers p
ωn−1GDψ0(x) = −
x
|x|n
· ψ0 + v(x)ψ0
ou` v(x)(ψ0) est un spineur harmonique de´fini au voisinage de p.
De´finition 2.1 On appelle endormophisme de masse l’endomorphisme suivant :
α :
∣∣∣∣∣∣
ΣpM → ΣpM
ψ0 7→ v(p)(ψ0)
L’endomorphisme de masse est line´aire et autoadjoint. Ses valeurs propres sont donc re´elles. Si n 6≡
3 mod 4, son spectre est syme´trique. De plus, le signe de ses valeurs propres ne de´pend pas de la me´trique
plate au voisinage de p choisie dans la classe conforme de g.
Exemple 1 - Si (M, g) est un tore plat alors l’endomorphisme de masse est nul.
- Si (M, g) est l’espace projectif re´el de dimension n ≡ 3 mod 4, alors l’endomorphisme de masse est un
multiple non nul de l’identite´.
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Remarque 2.2 Supposons n impair. Alors, pour tout z ∈ C,ℜ(z) < −n, le noyau d’inte´gration k(z;x, y) ∈
Hom(ΣxM,ΣyM) de D
z est continu en les variables (x, y) sur M ×M . La fonction h(z;x) := k(z;x, x) a
une extension me´romorphe pour z ∈ C. K. Okikiolu [Oki84, Theorem 1.2.2] de´montre que h(−1; p) = α.
2.3. Preuve du The´ore`me 1.1 dans le cas conforme´ment plat
Soit ψ0 un vecteur propre de α associe´ a` la valeur propre ν. Soit aussi ε > 0 petit et
ρ := ε
1
n+1 ε0 :=
ρn
ε
f(
ρ
ε
)
n
2 .
Les spineurs-tests ψ+ε (pour λ
+
min) et ψ
−
ε (pour λ
−
min) utilise´s ici sont les suivants
ψ±ε :=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f(
r
ε
)
n
2 (1 ∓
x
ε
) · ψ0 ∓ ε0νψ0 si r ≤ ρ ,
∓ε0(GD(ψ0)− ηv(x)(ψ0)− νψ0) + ηf(
ρ
ε
)
n
2 ψ0 si ρ ≤ r ≤ 2ρ ,
ε0GD(ψ0) si r ≥ 2ρ ,
ou` f est comme au paragraphe pre´ce´dent, ou` r = |x| et ou` η est une fonction de cut-off function e´gale a`
1 sur B(p, ρ), e´gale a` 0 sur le comple´mentaire de B(p, 2ρ) et qui satisfait |∇η| ≤ 2ρ . Il faut remarquer que
le spineur ϕ construit au paragraphe pre´ce´dent exprime´ en coordonne´es dans Rn a la forme suivante :
ϕ = f(
r
ε
)
n
2 (1 ∓
x
ε
) · ϕ0
ou` ϕ0 est un spineur constant. Donc le spineur ψε, comme dans le cas non conforme´ment plat est e´gal a`
ϕ(xε ) dans un voisinage de p. On calcule alors que
J(ψǫ) ≤ λ
+
min(S
n) + C0νǫ
n−1 + o(ǫn−1)
ou` C0 est une constante strictement positive. Pour ǫ petit, on trouve que J(ψε) < λ
+
min(S
n). Cela prouve
le the´ore`me (1.1).
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